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量子计算的优势与局限∗

查尔斯·本内特（CHARLES H. BENNETT）† , 伊桑·伯恩斯坦（ETHAN BERNSTEIN）‡ , 吉尔·布拉

萨（GILLES BRASSARD）§ , AND 乌梅什·瓦齐拉尼（UMESH VAZIRANI）¶

摘要. 近年来，量子计算受到了广泛关注。一系列研究成果 [4, 15, 16] 表明，量子计算机在某些问题上比经
典概率计算机更强大。继 Shor 的研究指出，整数分解与离散对数提取可在量子多项式时间内求解之后，自然而
然地引出一个问题：是否所有的 NP 问题都可以在量子多项式时间内高效求解？
我们证明：相对于从所有可能性中均匀随机选取的预言机，必然（以概率 1）存在一个预言机，使得 NP 类

问题无法在时间 o(2n/2) 内由量子图灵机解决。此外，我们还证明：对于均匀随机选取的置换预言机，必然（以
概率 1）有 NP ∩ co-NP 类问题无法在时间 o(2n/3) 内被量子图灵机解决。前一个下界是紧的，因为 Grover 的
最新工作 [13] 展示了如何在时间 O(2n/2) 内，利用任意预言机接受 NP 类语言。

Key words. 量子图灵机，量子预言机图灵机，量子多项式复杂度

MSC codes. 68Q05, 68Q15, 03D10, 03D15

1. 引言. 量子计算复杂性是一个令人振奋的新领域，它触及理论计算机科学
和量子物理学的基础。20 世纪八十年代初，费曼 [12] 指出在经典计算机上对量
子力学进行直接模拟时，其模拟开销在系统规模和模拟时长上均呈指数增长；由
此他提出了两个核心问题：这种指数开销是否不可避免？是否有可能设计出通用
量子计算机？Deutsch[9] 提出了量子图灵机（QTM）的通用模型。Bernstein 和
Vazirani证明了存在一种高效的通用 QTM[4]；随后姚期智 [17]进一步证明了：由
Deutsch[11] 引入的量子电路模型与量子图灵机在相差多项式时间下等价。
量子图灵机的计算能力已被多位研究者深入探索。Deutsch 与 Jozsa [10] 的

早期工作展示了如何利用 QTM的量子力学特性解决某些问题；随后 Berthiaume
和 Brassard 的研究 [5, 6] 证明，存在某些预言机，使得 QTM 能在多项式时间内
以确定性接受一些语言，而若经典概率图灵机要以确定性输出正确答案，则在某
些输入上必需指数时间。另一方面，这些问题相对于相同的预言机属于 BPP1，因
而在经典意义下仍可高效求解。量子计算的 BPP 类比是 BQP[5]。Bernstein 和
Vazirani [4] 证明了 BPP ⊆ BQP ⊆ PSPACE, 这表明，若不解决 P ?

= PSPACE
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1BPP 是指一类判定问题（语言），可由概率图灵机在多项式时间内解决，并且对所有输入，其错误概率均

有界于 1/3. 通过标准的放大技术——重复运行算法 k 次并对结果进行多数投票——可以将错误概率指数级地降
低。
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等重大未决问题，就无法给出 BQP 6= BPP 的决定性证明。他们还给出了首个证
据：存在某个预言机，使得受限于运行时间为 no(logn) 的经典概率机器无法以小
错误率解决 BQP 中的问题。由于 BPP 被视为所有“高效可计算”语言的类，这
一结果从模型无关的角度提供了量子计算机相对于经典计算机更强大内在能力的
证据。

Simon强化了这一证据，他构造了一个预言机，使得即便允许经典概率机器运
行 2n/2 步，也无法模拟 BQP2。此外，Simon的论文还引入了一项关键新技术，该
技术成为 Shor 提出多项式时间量子算法的核心组成部分。Shor 给出了整数分解
和离散对数问题的多项式时间量子算法。这两个问题已被广泛研究，其 presumed
intractability 构成了现代密码学的基石。鉴于上述成果，自然而然地提出了一个
关键问题：

NP ⊆ BQP ? 即量子计算机能否在多项式时间内解决NP-完全问题？3

在本文中，我们通过证明以下结果来回答上述问题：相对于均匀随机选取的预言
机 [3]，以概率 1，NP 中的问题无法被量子图灵机在时间 o(2n/2) 内解决。我们
还证明：相对于以均匀随机方式选取的置换预言机，以概率 1，NP ∩ co-NP 中
的问题无法被量子图灵机在时间 o(2n/3) 内解决。前一界限是紧的，因为 Grover
[13] 的最新工作展示了如何在时间 O(2n/2) 内在量子计算机上针对任意预言机接
受 NP。文献 [7] 给出了 Grover 算法的详细分析。

这些预言机结果的意义何在？我们需要强调：它们并不排除 NP ⊆ BQP 的
可能性。这些结果确立了：不存在仅基于黑盒 (black-box) 的方法，能够利用量
子图灵机的某些独特量子力学特性来高效解决 NP完全问题。Grover的工作则清
楚地表明，这种黑盒方法最多只能将经典所需时间加速至其平方根量级。
一种理解预言机的方式是将其视为一种特殊的子程序调用，其调用仅需耗费

一个时间单位。在量子图灵机的语境中，子程序调用提出了一个经典计算中没有
对应的问题：子程序在返回其计算结果时不得在任何多余的比特中留下残留信息，
否则携带不同残余信息的计算路径将无法相互干涉。对于确定性子程序，这一要
求易于满足，因为任何经典确定性计算都可以以可逆方式进行，从而仅保留输入
和答案。然而，对于更一般的情况——即是否可以将一个 BQP 机器用作子程序
——这一点仍有待解答。

2BQP 是指一类判定问题（语言），可由量子图灵机在多项式时间内解决，并且对所有输入，其错误概率均
有界于 1/3 ——详见文献 [4] 以获取形式定义。我们在第 4 节证明，正如 BPP 的情况一样，通过相应的放大技
术，BQP 机器的错误概率也可以被指数级地缩小。

3实际上，甚至不能确定是否 BQP ⊆ BPPNP；也就是说，我们尚不清楚非确定性加上随机性是否足以模拟量
子图灵机。实际上，Bernstein 和 Vazirani 的结果 [4] 比上述表述更强。他们实际上证明了，相对于某个 oracle，
递归傅里叶采样问题可以在 BQP 中解决，但甚至不能被 Arthur-Merlin 游戏 [1] 在时间界 no(log n) 内解决（这
为“在概率计算上叠加非确定性是否有用”提供了负面证据）。他们还猜想，递归傅里叶采样甚至无法在未相对化
的多项式时间层次结构中解决。
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本论文的最终结果展示了如何将任意 BQP 机器改造为一个整洁 BQP 机器，
其最终叠加态几乎完全由仅包含输入和单比特答案的工作带格局（tape configu-
ration）组成。由于这种整洁 BQP 机器可以安全地用作子程序，我们由此证明了
BQPBQP = BQP. 该结果也为我们随后给出的预言机量子机定义提供了正当性。

2. 预言机量子图灵机. 在本节及下一节中，我们在不失一般性的前提下假设
对每个磁带，图灵机的字母表为 {0, 1,#}，其中“#”表示空白符号。最初，除输
入带之外，所有磁带均为空白，输入带上仅有被空白符号包围的实际输入。我们
用 Σ 表示集合 {0, 1}。
在经典环境中，预言机常被非正式地描述为一种以单位时间代价计算某布尔

函数 A : Σ∗ → Σ 的设备。它允许我们提出诸如“如果 A 可由图灵机高效计算，
那么还有哪些函数（或语言）也能被图灵机高效计算？”之类的问题。在量子环境
中，可以提出等价的问题，只要我们为预言机 QTM 给出恰当的定义，并证明有
界误差的 QTM 可以复合（第 4 节将对此予以说明）。

一个预言机 QTM 拥有一条特殊的 查询磁带，除了一段连续的非空白单元
格，其他所有单元格最初均为空白。在规范化（well-formed）4的预言机 QTM中，
图灵机规则允许这一非空白区间增长或收缩，但不允许其被分割5。预言机 QTM
有两个区分的内部状态：前查询状态 qq 与后查询状态 qa。当机器进入前查询状
态时即执行一次查询。如果查询串为空，则不作任何操作，机器直接进入后查询
状态且格局不变；如果查询串非空，则可写为 x ◦ b，其中 x ∈ Σ∗，b ∈ Σ，符号
“◦”表示串拼接。此时，对预言机 A 的调用使得状态控制器进入后查询状态，同
时查询带上的内容由 |x ◦ b〉 变为 |x ◦

(
b ⊕ A(x)

)
〉, 其中“⊕”表示按位异或（模

2 加法）。查询过程中，除查询磁带和状态控制器以外，预言机 QTM 的其他部分
均保持不变。
若目标位 |b〉初始为 |0〉，则其最终态为 |A(x)〉，正如经典预言机机；反之若目

标位已处于 |A(x)〉，则调用预言机会将其复位为 |0〉。这一“逆计算”（uncompute）
能力对于保证不同计算路径的相干干涉至关重要。利用上述性质，可以看出：只要
限制机器在进入前查询状态与离开后查询状态时的演化为酉演化，预言机 QTM
的整体演化即为酉操作。
量子计算机的威力源于其能够执行计算路径的相干叠加。同样地，量子预言机

的强大能力也来源于其对叠加态查询的支持。例如，当查询磁带处于状态 |ψ◦0〉 =∑
x αx |x ◦ 0〉, 其中 αx 为复系数，对应于目标位保持 |0〉 的任意查询叠加时，可

调用预言机 A。在此情况下，查询之后，查询串将处于纠缠态
∑

x αx |x ◦ A(x)〉.
将目标位 b 置于叠加态也是十分有用的。例如，在 Grover 算法中使用的条件相

4指图灵机的迁移函数满足酉性（即线性、保范及正交条件），保证整体演化为酉变换
5即始终保持为一个连贯的区块，而非若干不相邻的区块。这一限制可以在不损失一般性的情况下做出，而且

可以通过允许只有那些在写入查询磁带之前确保不违反规则的机器才能使用。
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位翻转操作，可通过将目标位 b 置于非经典叠加态 β = |0⟩−|1⟩√
2
后，执行查询来实

现。可以验证：当查询磁带处于状态 x ◦ β 时，若 A(x) = 0，预言机调用将保持
包括查询磁带在内的整个机器态不变；若 A(x) = 1，则保持态不变但引入相位因
子 −1。
通常，可将布尔预言机视为对 Σ∗ 上输入输出长度保持一致函数。这可通过

将预言机对二元组 (x, i)的输出作为函数值的第 i位来轻松实现。二元组 (x, i)可
通过任意合适的函数编码为二进制串。置换预言机是指这样的输入输出长度保持
函数：对于每个 n ≥ 0 都在 Σn 上作用为置换的预言机。从此，在不引起歧义时，
我们将用 A(x)表示与预言机 A相关联的长度保持函数，而非产生它的布尔函数。
令 BQTime(T (n))A 表示由某个预言机 QTM MA 以至少 2/3 的概率接受且

运行时间不超过 T (n) 的语言集合。该运行时间上界适用于每个具体输入，而不
仅限于平均情况。注意，MA 是否为 BQP 机器可能依赖所使用的预言机 A——
因此 MA 可能是 BQP 机器，而 MB 则未必。
注：上述对任意布尔函数的量子预言机定义对于本文目标已足够，但量子计

算机执行一般酉变换的能力提示了更广义的定义，在其他上下文中也可能有用。
例如，已有研究在计算学习理论 [8] 和针对经典查询的信息隐藏 [14] 中考虑过执
行更一般非布尔值酉变换的预言机。
最广义地，一个量子预言机可以定义为一种设备，当调用时，会对查询带的

当前内容 |z〉 应用一个固定的酉变换 U，将其替换为 U |z〉。这样的预言机 U 必
须定义在一个可数无限维的希尔伯特空间上，例如由二进制基向量

|ϵ〉, |0〉, |1〉, |00〉, |01〉, |10〉, |11〉, |000〉, . . .

所张成，其中 ϵ 表示空串。显然，只要预言机图灵机规范（well-formed），使用此
类一般的酉预言机依然会产生酉演化。自然地，这些预言机可以将输入映射为输
出的叠加，反之亦然，且不必保持长度不变。然而，为了遵循“单个机器周期不
应在磁带上产生无限变化”的原则，可能需要要求 U |z〉对除有限多个基向量之外
的所有基向量具有零振幅。（甚至可以坚持要求上述限制的统一且可有效验证的
版本。）对于 U 的另一个自然约束是要求其为对合变换（involution），即 U2 = I，
这样一次预言机调用的效果就可以通过对同一预言机的再次调用来撤销。这对于
保证不同计算路径之间能够正确干涉可能至关重要。注意，本文所考虑的计算经
典布尔函数的特殊酉变换情形，恰好就是一个对合变换。

3. 在量子图灵机上模拟非确定性的难度. 量子图灵机的计算能力源于其维护
和操作指数级大叠加态的能力。人们很容易想尝试利用这种“指数并行性”来模
拟非确定性。然而，量子力学的形式化理论对这种并行性的作用范围施加了固有
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的约束6。本节将探讨其中的一些约束。
为了说明为什么量子干涉只能对 NP 问题实现二次加速而非指数加速，不妨

考虑区分空预言机（∀xA(x) = 0）与仅包含一个长度为 n的随机未知串 y 的预言
机（即 A(y) = 1 且 ∀x ̸=y A(x) = 0）的问题。我们要求：在空预言机情况下，计
算机绝不应回答“是”；在非空预言机情况下，希望最大化其回答“是”的“成功
概率”。经典计算机的最优策略是随机查询若干不同的 n 位串：一次查询后的成
功概率为 1/2n，k 次查询后的成功概率为 k/2n。那么，量子计算机如何在保持整
体演化酉性、并且在非空预言机的计算中，对所有查询空位置的计算路径都与空
预言机情况下完全相同的情况下取得更好表现呢？直接的量子模拟算法是：从 2n

条计算路径的均等叠加态出发，在每条路径上查询一个不同的串，最后通过测量
查询结果来判断是否发现了非空位置。这一策略的成功概率仍为 1/2n，与经典计
算机相同。然而，这并非利用量子并行性的最佳方式。我们的目标应该是最大化
两者之间的态向量分离度：经过 k 次查询与空预言机交互后的态向量 |ψk〉 与经
过 k 次查询并在未知位置 y 存在非空预言机交互后的态向量 |ψk(y)〉。
从均匀叠加态

|ψ0〉 =
1√
2n

∑
x

|x〉,

出发，可见在一次查询后，通过将态演化为

|ψ1(y)〉 =
1√
2n

∑
x

(−1)δx,y |x〉 = |ψ0〉 − 2√
2n

|y〉,

能最大化两态的分离度。这相当于仅对非空位置的分量施加相位翻转。随后检测
查询后态是否与 |ψ0〉 一致，可获得成功概率

1−
∣∣〈ψ0|ψ1(y)〉

∣∣2 ≈ 4

2n
.

约为经典值的四倍左右。因此，如果仅允许一次查询，量子并行性虽能带来
适度改进，但仍极有可能失败，因为与非空预言机交互后的态向量与与空预言机
交互后的态向量几乎相同。要在一次查询后产生显著差异，唯一办法是在查询前
将初始叠加态的大量权重集中到 y 项上，但由于该位置未知，这无法实现。
在一次查询后达到最大分离度后，如何通过后续查询进一步扩大这种分离度？

各种策略皆可设想，但一种被 Grover [13] 称为“关于平均值的翻转”的方法效果
最佳：先执行一个与预言机无关的酉变换，将相位差转换为幅度差，使 y 项与其
他项同号但幅度约增大三倍。随后交替进行与预言机的相位翻转和与预言机无关
的相位–幅度转换，令 |ψ0〉 与 |ψk(y)〉 之间的距离随 k 线性增长，当 k <

√
N/2

6在量子计算中的这种指数并行性，与经典概率计算所产生的覆盖指数大域的概率分布表面上类似；不同之处
在于，经典概率计算的计算路径是通过一系列随机选择（每步一次）来决定的，而在量子力学中，多条计算路径
可以相消干涉，因此必须在每一步跟踪整个叠加态以准确模拟系统。



6 CHARLES H. BENNETT, ETHAN BERNSTEIN，GILLES BRASSARD, UMESH VAZIRANI

时约为 2k/
√
2n。这导致成功概率呈二次增长——对于小 k 约为 4k2/2n。定理 3.5

的证明表明，此方法在本质上是最优的：对于相对于随机预言机提出解答 NP 类
型问题的尝试，任何量子算法相较于经典算法在成功概率上都无法超过此二次因
子。

3.1. 量子搜索的下界. 有时我们通过计算目标与模拟叠加态之间的欧几里得
距离7 来度量模拟的准确性。文献 [4] 中的以下定理表明，模拟的准确性至多比该
欧几里得距离差 4 倍。

Theorem 3.1. 若两个单位长度叠加态在欧几里得距离 ε 内，则观察这两个
叠加态所得的分布的全变差距离8 最多为 4ε。

Definition 3.2. 令 |ϕi〉 为在输入 x 下，预言机 QTM MA 于时间 i 的叠加
态。记 qy

(
|ϕi〉

)
为 |ϕi〉 中对预言机在字符串 y 上发出查询的格局的幅度平方和，

我们称其为态 |ϕi〉 的 y 项查询幅度。

Remark 3.3 (译者注). 记在第 i 步使用预言机 A 时的全局叠加态为 |ϕi〉 =∑
C α

(i)
C

∣∣C〉, 定义3.2用

qy
(
|ϕi〉

)
=

∑
{C|格局C中

查询带字符串为y}

∣∣〈C|ϕi〉∣∣2

来衡量算法在第 i 步对某个字符串 y 的“关注度”。

Theorem 3.4. 令 |ϕi〉 为在输入 x 下，预言机 QTM MA 于时刻 i 的叠加
态。取任意 ε > 0，令集合 F ⊆ [0, T − 1]× Σ∗ 包含一些“时刻-查询串”对，使
得

∑
(i,y)∈F qy

(
|ϕi〉

)
≤ ε2

T
. 现在，假设将对每个查询 (i, y) ∈ F 的回答修改为任

意固定的 ai,y（这些回答无需与预言机一致）。令 |ϕ′
i〉 为上述修改后，在相同输入

x 与预言机情形下，机器 M 于时间 i 的叠加态。则

∥∥ |ϕT 〉 − |ϕ′
T 〉

∥∥ ≤ ε.

Proof. 令 U 为MA 的酉时间演化算符。令 Ai 表示如下预言机：若 (i, y) ∈ F

则 Ai(y) = ai,y，否则 Ai(y) = A(y)。令 Ui 为 MAi 的酉时间演化算符。记 |ϕi〉
为输入 x 下，机器 MA 于时间 i 的叠加态，并定义

|Ei〉 = Ui |ϕi〉 − U |ϕi〉

7欧几里得距离（Euclidean distance）：若 |ϕ⟩ =
∑

x αx|x⟩ 且 |ψ⟩ =
∑

x βx|x⟩，则定义为
(∑

x |αx −
βx|2

)1/2.
8全变差距离（total variation distance）：两个分布 D 与 D′ 之间的全变差距离定义为

∑
x |D(x)−D′(x)|.
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为在第 i 步中由替换预言机引入的误差态。于是

|ϕT 〉 = U |ϕT−1〉 = UT |ϕT−1〉 − |ET−1〉

= UT UT−1 |ϕT−2〉 − UT |ET−2〉 − |ET−1〉
...

= UT UT−1 · · ·U1 |ϕ0〉 −
T−1∑
i=0

UT−1 · · ·Ui |Ei〉.

由于各 Ui 均为酉算符， ∥∥UT−1 · · ·Ui |Ei〉
∥∥ =

∥∥ |Ei〉∥∥.
而所有 |Ei〉 的幅度平方和恰等于

∑
(i,y)∈F qy(|ϕi〉)，因而至多为 ε2/T。在最坏情

况下，这些误差态可能构成相长干涉，但其和的幅度平方最多为它们各自幅度平
方和的 T 倍，即 ε2。因此 ∥∥ |ϕT 〉 − |ϕ′

T 〉
∥∥ ≤ ε.

Remark 3.5 (译者注). 在量子查询模型里，算法每一步都可能把查询寄存器
置于若干字符串的叠加; 对于某个具体字符串 y，在第 i 步上出现在叠加中的“概
率权重”就是 qy

(
|ϕi〉

)
。把所有时间步 i 对同一 y 的 qy

(
|ϕi〉

)
相加，就得到算法

一生中“关注”y 的总量。如果这个总量很小（集合 F 中的元素），直觉上说算法
几乎没花注意力在 y 身上，因此它也就难以察觉你对 y 回答的篡改。

Corollary 3.6. 令 A 为字母表 Σ 上的任意预言机。对每个 y ∈ Σ∗，设 Ay

为任意满足 ∀x ̸=y Ay(x) = A(x) 的预言机。记 |ϕi〉 为输入 x 下 MA 于时间 i 的
叠加态，|ϕ(y)

i 〉 为输入 x 下 MAy 于时间 i 的叠加态。则对任意 ε > 0，存在集合
S ⊆ Σ∗，card(S) ≤ 2T 2/ε2，使得对所有 y /∈ S 都有∥∥ |ϕT 〉 − |ϕ(y)

T 〉
∥∥ ≤ ε.

Proof. 由于每个 |ϕi〉 都为单位长度，且
∑T−1

i=0

∑
y qy(|ϕi〉) ≤ T，令

S =
{
y :

T−1∑
i=0

qy(|ϕi〉) ≥
ε2

2T

}
.

则显然 card(S) ≤ 2T 2/ε2，且对任意 y /∈ S 都有
∑T−1

i=0 qy(|ϕi〉) <
ε2

2T
。由定理 3.3

可得
∥∥ |ϕT 〉 − |ϕ(y)

T 〉
∥∥ ≤ ε。

Remark 3.7 (译者注). 一个运行 T 步、错误容限 ϵ（随意篡改某些查询答案，
但整台量子计算机最终“跑偏”的最大幅度，ϵ 越小相当于我们要求算法几乎“一
毫不差”地重现原输出）的量子算法，真正“盯着看”的地址只有多项式级别 T 2

ϵ2
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这么少（“真正有可能影响算法结果的查询字符串”集合的大小上界反比于 ϵ2）；对
于其他指数量级级的大多数地址，它几乎看不见，也就无法利用它们去做 NP-式
的“猜测并验证”。T 越大, 算法有更多时间分配注意力, 可能关注的地址上限随
T 2 抬升。
证明数学细节：A 是论文中默认的“真实预言机”，可看作一个将二进制串映

射到 {0, 1} 的布尔函数，Ay 是对 A 做了一次点修改 (single‐bit perturbation) 的
派生预言机：它在查询字符串 y 处的值被替换成一个（可由证明者任取的）固定比
特 (例如取反)，其余输入上保持与 A完全一致。通过比较使用 A与使用 Ay 得到
的量子态距离，可量化算法对字符串 y 的“敏感度”。记在第 i步使用预言机 A时
的全局叠加态为 |ϕi〉 =

∑
C α

(i)
C

∣∣C〉, 使用 Ay 时的叠加态为 |ϕ(y)
i 〉 =

∑
C β

(i)
C

∣∣C〉.
仅当格局 C 包含查询 y 并处于后查询状态时，α(i)

C 与 β
(i)
C 才可能不同。

推论3.6把那些在 T 步运行中累计关注度至少为 ε2/(2T ) 的所有字符串都收
录在 S 中。由于每一步对所有字符串的查询关注度之和为 1，T 步总和不超过
T，故算关注度的贡献立刻给出 |S| × ε2

2T
≤ T =⇒ |S| ≤ 2T 2

ε2
, 即至多有

2T 2/ε2 个字符串可能属于 S。接着，对任意 y /∈ S，我们把所有关于 y 的查询打
包为 F =

{
(i, y) | 0 ≤ i < T

}
. 由于累积关注度

∑
(i,y)∈F qy

(
|ϕi〉

)
< ε2/T，它满

足定理 3.4 的前提条件，因此无论如何篡改这些查询的预言机答案，算法最终态
与原态之间的欧几里得距离都不会超过 ε。
最后值得一提的是，常数 2并非神秘之数,作者只是想在证明的时候给不等式

放缩留点余量，任何大于 1的常数 c都可替代，只需在定义 S =
{
y :

∑
i qy(|ϕi〉) ≥

ε2

cT

}
时做相应更改，并将上界写为 |S| ≤ cT 2/ε2。若想用 c = 1，也完全可行。

Remark 3.8 (译者注). 定理 3.4 告诉我们：如果一个量子算法在整个运行过
程中“关注”某个候选输入 y 的总幅度非常小，那么就算你在所有涉及 y 的查
询上把预言机的答案随意篡改，算法最终的量子态也只会发生最多 ϵ的微小偏移；
推论3.6 进一步说明：对于任何给定的预言机和运行时间 T，真正能显著影响算
法输出的候选输入至多只有大约 T ²

ϵ² 个，换句话说，大多数位置对算法来说几乎
是“隐身”的。这就是 BBBV 这篇论文里著名的 hybrid argument 的核心结论，
也是他们证明量子搜索至多得到平方级加速的关键工具。

Theorem 3.9. 对于任何 T (n) = o(2n/2)，相对于随机预言机，以概率 1，
BQTime(T (n)) 不包含 NP。

Proof. 回顾第 2节：预言机可被视为一个长度保持函数,我们下面以 A(x)表
示。令 LA = { y : ∃x A(x) = y}。显然 LA ∈ NPA。设 T (n) = o(2n/2)。我们将
证明：对任何运行时间至多 T (n) 的有界误差预言机 QTM MA，以概率 1，MA

不接受语言 LA。此处概率取自对（长度保持的）预言机 A 的选择。由于可数多
个发生概率为 1 事件的交集仍以概率 1 发生，遂可断言：以概率 1，没有有界误
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差预言机 QTM 能在时间 T (n) 内接受 LA。
由于 T (n) = o(2n/2)，我们可以选取足够大的 n，使得 T (n) ≤ 2n/2

20
。我们将

证明：对于任意固定长度不等于 n 的输入上的预言机回答方式，M 在输入 1n 上
给出错误答案的概率至少为 1/8。此处概率取自对 (接受输入长度为 n 的) 预言
机的随机选择。
我们固定一个长度为 n 以外的输入字符串上的任意长度保持函数 f，其定义

在字母表 Σ 上。令 C 表示所有在这些（长度不是 n 的）输入上与该函数 f 一致
的预言机的集合。令 A 表示 C 中使得 1n 没有原像的那些预言机（即 1n /∈ LA）。
若对长度为 n 的输入，预言机回答在 Σn 上均匀随机地选取，那么预言机落入 A
的概率至少为 1/4。这是因为 1n 没有原像的概率为

(
2n−1
2n

)2n
, 对充分大的 n 而

言该值至少为 1/4。令 B 表示 C 中使得 1n 有唯一原像的那些预言机。同样地，
随机选择一个预言机落入 B 的概率为

(
2n−1
2n

)2n−1
, 这至少为 1/e。

给定一个属于 A 的预言机 A，我们可以将其在某一个输入（如 y）上的回答
修改为 1n，从而得到一个属于 B 的预言机 Ay。我们将证明，对于大多数 y，MA

在输入 1n 上的接受概率几乎等于MAy 在输入 1n 上的接受概率。另一方面，MA

必须拒绝 1n，而 MAy 必须接受 1n，因此 M 不可能同时接受 LA 和 LAy
。通过

以下更细致地展开证明可以发现，当预言机在长度为 n 的字符串上是均匀随机函
数、在其他所有输入上任意时，M 在输入 1n 上失败的概率至少为 1/8：

令 Ay 为满足 Ay(y) = 1n 且对所有 z 6= y 有 Ay(z) = A(z) 的预言机。由
推论 3.6 可知，存在一个至多包含 338T 2(n) 个字符串的集合 S，使得 MAy 在输
入 1n 上的第 i 步叠加态与 MA 在输入 1n 上的第 i 步叠加态之间的范数最大为
ϵ = 1/13。结合定理 3.1，我们可以推得：MAy 和 MA 在输入 1n 上的接受概率
之差最多为 4ϵ = 1/13 × 4 < 1/3。由于 MAy 应以至少 2/3 的概率接受 1n，而
MA 应以至少 2/3 的概率拒绝 1n，因此我们可以得出结论：M 必然无法同时接
受 LA 和 LAy

。
因此，对于每一个使得 M 能正确判断 1n ∈ LA 的预言机 A ∈ A，我们通过

仅修改 A在某一输入上的回答为 1n，可以将其映射到至少 (2n−card(S)) ≥ 2n−1

个不同的预言机 Af ∈ B，这些预言机上 M 无法正确判断 1n ∈ LAf
。另一方面，

任意给定的 Af ∈ B 最多只能是 2n − 1 个 A ∈ A 的像，因为 A 在该位置原本可
选择的候选回答有 2n − 1 个。因此，M 在 B 上失败的预言机数量至少是 M 在
A 上成功预言机数量的一半。记 a 为 M 在 A 上失败的预言机数量，则 M 至少
在 a+ 1

2
(card(A)− a) 个预言机上失败。因此，M 无法正确判断 1n ∈ LA 的概率

至少为 1
2

Pr[A] ≥ 1
8
.

于是可知，对于均匀随机选择的预言机 A，M 判定 1n ∈ LA 的正确性概率
为 0。

Remark 3.10 (译者注).我们的目标是说明：若从所有长度保持预言机中均匀
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随机选取 A，则任何运行时间 T (n) = o(2n/2) 的有界误差量子预言机图灵机 MA

都几乎必定无法判定由该预言机派生的语言 LA = {y : ∃xA(x) = y}，从而得到
NPA 6⊆ BQTime(o(2n/2))A 以概率 1成立。做法是先“固定外壳”：把 A在所有长
度 6= n 的输入上的值冻结成任意长度保持函数，方便后续计数。设 C 为所有与该
外壳一致的预言机集合；再对长度 n区段的映射在 Σn 上均匀随机填充，由每个地
址有 2n−1个值可选，可得 1n无前像的概率

(
(2n−1)/2n

)2n ≥ 1/4，记满足此性质
的预言机集合为 A；同理，1n 有且仅有唯一前像的概率

(
(2n−1)/2n

)2n−1 ≥ 1/e，
对应集合记为 B。显然 A 中的预言机使 1n /∈ LA（应答为 NO），而 B 中的预
言机使 1n ∈ LA（应答为 YES）。现在取任意 A ∈ A 并任选地址 y，把 A(y) 改
成 1n 得到 Ay ∈ B；对“冷门”地址——即不在推论 3.6 所界定的至多 338T 2(n)

个“热点”中的 y——定理 3.4告诉我们，从 A 切换到 Ay 只会把 M 的最终量
子态欧氏距离改变至多 ε = 1/13，再由定理 3.1 把态距乘以系数 4 得到两世界
在输入 1n 上的接受概率差 < 4/13 < 1/3；然而 BQP 定义要求 YES 实例接受
率 ≥ 2/3、NO 实例 ≤ 1/3，二者须至少相差 1/3，故 M 必在 A 或 B 世界判
错。由于可替换的冷门地址至少 2n − 338T 2(n) ≥ 2n−1 个，而任一固定 Ay 至多
对应 2n − 1 个原始 A（地址 y 上选 2n − 1 个其他值），把所有成功 A 与其映
射出的 (A, y) 7→ Ay 计为“对象–盒子”对应：对象总数 ≥ s · 2n−1（s 个 A、每
个 ≥ 2n−1 个 y）；而每个盒子（某一 Ay）最多容纳 2n − 1 个对象。鸽巢原理
得 |失败B-预言机 s | ≥ s·2n−1

2n−1
≥ s

2
. 即若 M 在 A 上成功的预言机数为 s，则

它在 B 上失败的预言机数至少 s/2；结合 Pr[A] ≥ 1/4 得到 M 在长度 n 场景
下出错概率 ≥ 1/8。因为不同长度段的填充是独立的，这些“单长出错”事件在
n = 1, 2, . . . 上独立且概率和发散，第二 Borel–Cantelli 引理说明 M 以概率 1 会
在无限多个 n 上把输入 1n 判错；而判定语言必须在所有输入上正确，故 M 几
乎必定不是 LA 的判定器。把结论对可数多台量子机取并（可数并的补集仍为测
度 1），即可断言：以概率 1 的预言机 A 满足 LA /∈ BQTime(o(2n/2))A，从而完
成定理所需的随机 ‐ 预言机分离。

注：定理 3.4及其推论 3.6揭示了由酉演化所施加的对“量子并行性”的限制。
上述定理3.9其余部分的证明，在精神上类似于用随机预言机区分 BPP与NP的
标准技术 [3]。例如，这些技术可用于证明：相对于一个随机预言机 A，任何经典
概率图灵机都无法在时间 o(2n)内识别语言 LA。然而，量子图灵机可以更快地识
别该语言，达到平方级提速，即在时间 O(

√
2n) 内完成，使用的是 Grover 算法。

这也解释了为何在证明上述定理时，必须对标准技术做出实质性的修改。
接下来的结果关于相对于一个随机置换预言机的 NP ∩ co-NP。它需要一个

更为细致的论证；理想情况下，我们希望在断言 A−1(1n) 被探测的总查询幅度较
小时，直接应用定理 3.4。然而，这恰恰是我们一开始就要证明的东西。

Theorem 3.11. 对于任何 T (n) = o(2n/3)，相对于一个随机置换预言机，以
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概率 1，BQTime(T (n)) 不包含 NP ∩ co-NP。

Proof. 对于任意置换预言机 A，令 LA = { y : A−1(y) 的第一个比特是1 }。显
然，该语言属于 (NP ∩ co-NP)A。设 T (n) = o(2n/3)。我们将证明，对于任何运
行时间不超过 T (n) 的有界误差预言机 QTM MA，以概率 1，MA 不会接受语言
LA。其中的概率是对随机选择的置换预言机 A 取的。由于 QTM 的数量是可数
的，而可数多个概率为 1 的事件的交集仍为概率 1，我们可得出结论：以概率 1，
不存在任何有界误差预言机 QTM 能在时间 T (n) 内接受 LA。
由于 T (n) = o(2n/3)，我们可以取足够大的 n，使得 T (n) ≤ 2n/3

100
。我们将证

明：对于任意固定预言机在长度不等于 n 的输入上的回答方式，M 在输入 1n 上
出错的概率至少为 1/8。此处概率是对预言机在长度为 n 的输入上的置换方式的
随机选择所取的。
考虑以下定义 {0, 1}n 上随机置换的方法：令 x0, x1, . . . , xT+1 是从 {0, 1}n 中

独立均匀随机抽取的字符串序列。从满足 π(x0) = 1n 的所有置换中均匀随机选择
初始置换 π0。然后依次构造 πi = πi−1 · τ，其中 τ 是将 xi−1 与 xi 对调的置换，
即 πi(xi) = πi−1(xi−1)，πi(xi−1) = πi−1(xi)，其他保持不变。显然，每个 πi 都是
{0, 1}n 上的一个置换。
考虑一列置换预言机 Ai，满足当 y /∈ {0, 1}n时 Ai(y) = Aj(y)，当 y ∈ {0, 1}n

时 Ai(y) = πi(y)。记 |ϕi〉为MAT (n) 在输入 1n时的第 i步叠加态，|ϕ′
i〉为MAT (n)−1

在输入 1n 时的第 i步叠加态。根据构造，以概率恰为 1/2，字符串 1n 恰好属于两
个语言 LAT (n)

和 LAT (n)−1
中的一个。我们将证明 E

[
‖ |ϕT (n)〉 − |ϕ′

T (n)〉‖
]
≤ 1/50，

这里的期望是对预言机的随机选择所得。由 Markov 不等式可得 P
(
‖ |ϕT (n)〉 −

|ϕ′
T (n)〉‖ ≤ 2/25

)
≥ 3/4。应用定理3.1，若 ‖ |ϕT (n)〉− |ϕ′

T (n)〉‖ ≤ 2/25，则 MAT (n)

与 MAT (n)−1 在输入 1n 上的接受概率之差至多为 8/25 < 1/3，因而要么两者均接
受，要么两者均拒绝，故它们在输入 1n上给出相同答案的概率至少为 3/4。另一方
面，构造中有 P [first bit of xT (n)−1 6= first bit of xT (n)] = 1/2，即字符串 1n 恰好
属于这两种语言之一的概率为 1/2，因此以至少 1/4的概率，MAT (n) 或MAT (n)−1

会在输入 1n 上给出错误答案。由于 AT (n) 与 AT (n)−1 独立同分布，故 MAT (n) 在
输入 1n 上出错的概率至少为 1/8。
为了界定 E

∥∥ |ϕ〉 − |ϕT (n)〉
∥∥，我们证明 |ϕT (n)〉 和 |ϕ′

T (n)〉 均近似于某一固定
的叠加态 |ψT (n)〉。为定义该叠加态，令机器 M 在输入 1n 上运行 T (n) 步，并在
第 i 步调用不同的预言机 Ai 来回答查询；记 |ψi〉 为由此得到的第 i 步叠加态。
考虑时刻-字符串对集合 S = {(i, xj) : j ≥ i, 0 ≤ i ≤ T (n)}. 易核查，上述模拟过
程中与 MAT (n) 和 MAT (n)+1 的预言机查询仅在 S 上有所差异。我们断言：对于
S 中任一对 (i, xj)，其期望查询幅度至多为 1/2n，因为当 j ≥ i 时，可将 xj 理解
为在第 j 步之后随机选取，且此前所有对预言机的查询叠加已写入查询带中。令
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α 为 S 上所有时-串对的查询幅度之和，则

E[α] ≤ card(S)/2n =

(
T (n) + 1

2

)
/2n ≤ T (n)2

2n

当 T (n) ≥ 4。令随机变量 ε满足 α = ε2/(2T (n))。由定理 3.3得
∥∥ |ϕ〉−|ϕT (n)〉

∥∥ ≤
ε 且

∥∥ |ϕ〉 − |ϕ′
T (n)〉

∥∥ ≤ ε. 我们已示

E
[
ε2/T (n)

]
= E[α] ≤ T (n)2

2n

又有 E
[
ε/
√
2T (n)

]2 ≤ E
[
ε2/(2T (n))

]
. 因此

E[ε] =
√

2T (n) E
[
ε/
√
2T (n)

]
≤

√
2T (n)E[ε2/(2T (n))] ≤

√
2

1003
<

1

100
.

于是

E
∥∥ |ϕ〉 − |ϕT (n)〉

∥∥ ≤ E[ε] <
1

100
, E

∥∥ |ϕ〉 − |ϕ′
T (n)〉

∥∥ ≤ E[ε] <
1

100
,

从而
E
∥∥ |ϕT (n)〉 − |ϕ′

T (n)〉
∥∥ < 1

50
.

最后，很容易得出结论：对于一个均匀随机选择的排列预言机 A，M 以概率
0 判断 1n ∈ LA。

注：根据 Grover算法，我们知道定理 3.9中的常数“1/2”是无法改进的。另
一方面，目前并无证据表明定理 3.11中的常数“1/3”是根本性的。定理3.11也很
有可能在将 1/3 替换为 1/2 的情况下仍然成立（尽管现有的证明方法可能无法适
用）。

Corollary 3.12. 相对于一个随机置换预言机，以概率 1存在一个量子单向
置换函数。给定该预言机，不仅在量子图灵机上，在经典确定性机器上也可以高
效地计算该排列。但在量子机器上求逆该置换却需要指数时间。

Proof. 设A是一个任意的置换预言机，且A−1可以在量子图灵机上以 o(2n/3)

时间计算，则判定定理 3.11 中定义的语言 LA 同样是容易的。而我们已经在定理
3.11 的证明中说明：当 A 是均匀随机选择的 permutation 预言机时，这一事件发
生的概率为 0。

4. 使用有界误差量子图灵机作为子程序. 子程序调用或预言机调用的概念在
经典计算中提供了一种简单且实用的抽象。然而，在将该抽象应用于量子计算之
前，必须考虑一些微妙的细节。例如，假设子程序计算某函数 f，我们希望将其
作用于字符串 x 的调用视作在某个指定位置“魔法般地”写下 f(x)（实际上是进
行异或以保证酉性）。在量子算法中，这种抽象仅在子程序能够清除其所有中间计
算痕迹、并仅在磁带上留下最终答案时才是有效的。
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这是因为，如果子程序是在多个 x 的叠加态上调用的，那么不同的 x 值将导
致辅助工作带中产生不同的工作内容，这将阻碍不同计算路径之间的干涉。而由
于擦除通常不是酉操作，辅助工作带内容一般不能被事后移除。
在一种特殊情形中，即函数 f 可被确定性地高效计算时，我们可以设计子程

序，使其可逆地清除辅助工作带内容——具体做法是先计算 f(x)，将 f(x) 拷贝
到安全存储区，再逆计算 f(x) 以移除辅助工作带内容 [2]。然而，当 f 是由一个
BQP 机器计算时，情形则更加复杂。这是因为，只有部分计算路径会输出正确
答案 f(x)，因此若我们将 f(x) 拷贝至安全区域后再逆计算 f(x)，那么具有不同
f(x) 值的计算路径将不再互相干涉，我们也不会执行第一部分的逆计算。接下来
我们展示，如果在将 f(x) 拷贝至安全存储区并逆计算 f(x) 之前提升 BQP 机器
的成功概率，那么最终叠加态的大部分权重将集中在只包含输入 x 和答案 f(x)

的干净磁带上。由于这样的整洁的 BQP 机器可以被安全地用作子程序，这就允
许我们证明 BQPBQP = BQP. 该结果也正好为我们关于预言机量子机器的定义提
供了合理性依据。
增强程序正确性的证明见定理 4.13 与 4.14。该证明总体框架与经典情形相

同，只是我们在处理诸如循环等简单编程结构时需要更加小心。因此，我们借用
了文献 [4] 中为此目的开发的机制，并在本节开头给出了相关引理与定理的陈述。
本节的主要新贡献体现在定理 4.13 与 4.14 的证明中，读者也可选择直接跳至这
些证明部分。

4.1. 一些关于量子图灵机的编程原语. 在本小节中，我们将介绍一些来自 [4]
的定义、引理与定理。
回忆一个 QTM M 由三元组 (Σ, Q, δ) 定义，其中：Σ 是带有标识空白符号

# 的有限字母表，Q 是带有标识初始状态 q0 和终止状态 qf 6= q0 的有限状态集
合，而 δ，即量子转移函数，是如下形式的函数：

δ : Q× Σ → C̃Σ×Q×{L,R}

其中 C̃ 表示其实部与虚部都可以在时间多项式于 n 内逼近到 2−n 精度的复数集
合。

Definition 4.1. 一个 QTM的最终格局是任意处于状态 qf 的格局。若 QTM
M 在输入 x 上运行，在时间 T 时叠加态仅包含最终格局，且在任意时间 < T 时
叠加态均不包含最终格局，则称 M 在输入 x 上以运行时间 T 停机。M 在时间
T 的叠加态称为其在输入 x 上的最终叠加态。一个多项式时间的 QTM 是指对任
意输入 x 都能在其长度的多项式时间内停机的良构 QTM。

Definition 4.2. 若 QTM M 在所有输入串上均以某个叠加态停机，且该叠
加态中每个格局的读写头都停在同一单元上，则称 M 是行为良好的。若该单元
始终是起始单元，则称该 QTM 为静止型的（stationary）。
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我们称一个 QTM M 处于标准形式（normal form），若所有从终止状态 qf

的跃迁都会导向特殊状态 q0，被扫描单元格中的符号保持不变，且读写头向右移
动。形式上：

Definition 4.3. 一个 QTM M = (Σ, Q, δ) 处于标准形式，当且仅当

∀σ ∈ Σ δ(qf , σ) = |σ〉|q0〉|R〉

Theorem 4.4. 若 f 是一个从字符串映射到字符串的函数，且 f 可以在确定
性多项式时间内计算，且 f(x) 的长度仅依赖于 x 的长度，则存在一个多项式时
间、稳定的、标准形式的 QTM，当输入为 x 时，它输出 f(x)，其运行时间仅依
赖于 x 的长度。
若 f 是一个一一映射，且 f 与 f−1 均可在确定性多项式时间内计算，且 f(x)

的长度仅依赖于 x 的长度，则存在一个多项式时间、稳定的、标准形式的 QTM，
当输入为 x 时，它输出 f(x)，其运行时间仅依赖于 x 的长度。

Definition 4.5. 一个 k 轨多轨图灵机是其字母表 Σ 形如 Σ1×Σ2×· · ·×Σk

的图灵机，并在每个 Σi 中有特殊空白符 #，使得 Σ 中的空白符为 (#, . . . ,#)。
我们通过指定每条“轨道”上的字符串（以 ‘;’ 分隔）来指定输入，并可选地指定
轨道内容的对齐方式。

Lemma 4.6. 设任意 QTM M = (Σ, Q, δ)与任意集合 Σ′，则存在 QTM M ′ =

(Σ× Σ′, Q, δ′)，使得 M ′ 的行为与 M 完全一致，同时保持其第二轨道不变。

Lemma 4.7. 设任意 QTM M = (Σ1 × · · · × Σk, Q, δ) 以及排列 π : [1, k] →
[1, k]，则存在 QTM M ′ = (Σπ(1) × · · · × Σπ(k), Q, δ

′)，使得 M ′ 的行为与 M 完
全一致，除了其轨道按照 π 进行了重排。

Lemma 4.8. 若 M1 与 M2 是在相同字母表下的良行为（well-behaved）、标准
形式 QTM，则存在一个标准形式的 QTM M，其计算过程依次执行 M1 与 M2。

Lemma 4.9. 设 M 是一个良行为、标准形式的 QTM。则存在一个标准形式
的 QTM M ′，使得对输入 x; k，当 k > 0 时，M ′ 在其第一轨道上运行 M 共 k

次。

Definition 4.10. 如果量子图灵机 M1 和 M2 具有相同的字母表，那么我们
说 M2 反转 M1 的计算，若满足以下条件：对于任意使 M1 停机的输入 x，记 cx

和 ϕx 分别为 M1 在输入 x 时的初始格局和最终叠加态。那么 M2 在输入叠加
态 ϕx 时会停机，最终叠加态完全由格局 cx 构成。注意，为了让 M2 能反转 M1，
M2 的最终状态必须等于 M1 的初始状态，反之亦然。

Lemma 4.11. 若 M 是一个对所有输入均停机的正规形式 QTM，则存在一
个正规形式的 QTM M ′，它以慢因子 5 反转 M 的计算过程。
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接下来，回顾一下类 BQP 的定义。

Definition 4.12. 设 M 是一个静态、正规形式的多带量子图灵机，其最后
一带的字母表为 {#, 0, 1}。我们称 M 接受 输入 x，当且仅当它在起始单元格的
最后一带上以符号 1 停机。否则我们称 M 拒绝 输入 x。

若 M 对语言 L ⊆ (Σ− #)∗ 的每个字符串 x ∈ L 以至少 p 的概率接受，且
对每个 x ∈ (Σ− #)∗ − L 以至少 p 的概率拒绝，则称 M 以概率 p 接受语言 L。
我们定义类 BQP（有界误差量子多项式时间）为：存在某个多项式时间 QTM 以
概率 2/3 接受的语言集合。更一般地，我们定义类 BQTime(T (n)) 为：存在某
个 QTM 其在任意长度为 n 的输入上运行时间至多为 T (n)，并以概率 2/3 接受
的语言集合。

4.2. 放大与子程序调用.

Theorem 4.13. 如果量子图灵机 M 以概率 2/3 在时间 T (n) > n 内接受语
言 L，且 T (n) 为时间可构造函数，那么对于任意 ε > 0，存在一个 QTM M ′，它
以概率 1 − ε 接受语言 L，其运行时间为 cT (n)，其中 c 是 log(1/ε) 的多项式，
但与 n 无关。

Proof. 令 M 为一个静态量子图灵机，它在时间 T (n) 内接受语言 L。
我们将构造一个机器，它独立运行 M 的 k 份拷贝，并对这 k 个答案进行多

数投票。在任意输入 x 上，M 会有某个最终叠加态
∑

i αixi。若我们记 A 为那
些 xi 给出正确答案 M(x) 的 i 的集合，则有

∑
i∈A |αi|2 ≥ 2/3。现在对输入 x 独

立运行 M 共 k 次，将会产生叠加态
∑

i1,...,ik
αi1 · · ·αikxi1 · · ·xik。那么，多数路

径给出正确答案 M(x) 的概率就是那些 |αi1 |2 · · · |αik |2 之和，其中 {i1, . . . , ik} 的
多数属于 A。但这就像是对独立硬币掷 k 次，每次成功概率为 2/3，然后取多数
的过程。因此存在某个常数 b，使得当 k = b log(1/ε) 时，正确答案出现多数的概
率至少为 1− ε。
所以，我们将构造一台机器来执行以下步骤。
1. 计算 n = T (|x|)。
2. 写出 k 份输入 x 的副本，每份之间间隔 2n 个空格单元，并在其他磁道
上写下 k 与 n。

3. 在运行 M 的机器上循环 k 次，每次向右移动 n 步。
4. 计算 k 个答案中的多数值，并将其写回到起始单元。
我们通过为上述四个步骤中的每一步构造一个 QTM，并将它们拼接在一起

来构造出所需的 QTM。
由于步骤 1、2 和 4 涉及的函数都是易于计算的，其输出长度仅依赖于 k 和

x 的长度，因此我们可以使用良态（well-behaved）、标准形式的 QTM 来实现它
们，这些 QTM 可由定理 4.4 构造，它们的运行时间也仅依赖于 k 和 x 的长度。



16 CHARLES H. BENNETT, ETHAN BERNSTEIN，GILLES BRASSARD, UMESH VAZIRANI

因此，我们通过构造一个 QTM 来运行给定机器 k 次，从而完成证明。首先，
使用定理 4.4，我们可以构造一个静态的、标准形式的 QTM，它将整数 k 和 n在
其工作磁道上向右拖动一个单元格。如果我们在这个 QTM 的末尾添加一个单步
操作并应用引理 4.9，我们就能构造一个良态、标准形式的 QTM，该 QTM 向右
移动 n 个单元，同时将 k 和 n 一并拖动。将该机器拼接在 M 之后，再应用引理
4.9 可得一个标准形式的 QTM，它在输入的 k 个副本上运行 M。最后，我们可
以拼接一个机器，用于将 k 和 n 返回到起始单元，这可以通过围绕一个将 k 和
n 向左移动一步的 QTM，再次应用引理 4.9 两次来完成。

QTM 的输出磁带上的额外信息可以通过将所需的输出复制到另一条磁道上，
然后运行该 QTM 的反向过程来擦除。如果在最终叠加态中的每一个格局中输出
都是相同的，那么该反向过程将精确恢复输入。不幸的是，如果输出在不同格局
中有所不同，那么保存该输出将阻止这些格局在机器反转时发生干涉，因而输入
将无法恢复。我们展示了，在大多数最终叠加态中情况是相同的，因此该反向过
程必须将我们引回接近输入的位置。

Proof. 设 M = (Σ, Q, δ) 为一个静态的、正规形式的 QTM，其在时间 T (n)

内接受语言 L。
根据定理 4.13，在以 log 1/ε 的多项式为因子的速度下降的代价下（但该因

子与 n 无关），我们可以假设 M 以至少 1− ε/2 的概率在每个输入上接受 L。
然后我们可以通过运行 M、将答案复制到另一条轨道上，并运行 M 的反向

机来构造期望的M ′。复制过程可以通过一个简单的两步 QTM实现，该机先向左
移动一步再向右移回来，同时将答案写入一条干净的轨道。根据引理 4.11，我们
可以构造一个正规形式的 QTM MR 来反转 M。最后，使用引理 4.6 和 4.7 中的
合适方式，我们可以将复制机与 M 和 MR 对接起来，构造出期望的静态 QTM
M ′。
为了验证 M ′ 拥有所需性质，考虑 M ′ 在一个长度为 n 的输入 x 上的运行。

M ′ 首先在 x上运行 M，产生某个最终叠加态
∑

y αy|y〉。然后它将在每个格局的
起始单元的额外轨道上写入 0 或 1，并在此叠加态 ϕ =

∑
y αy|y〉|M(x)〉 上运行

MR。如果我们直接在 ϕ =
∑

y αy|y〉|M(x)〉 上运行 MR，在 T (n) 步之后将得到
一个仅包含最终格局的叠加态，其输出为 x;M(x)。显然，〈ϕ|ϕ′〉 是实数，并且由
于 M 的接受概率至少为 1 − ε/2，故 〈ϕ|ϕ′〉 ≥

√
1− ε. 因为 MR 的酉演化保持

内积不变，所以 M ′ 的最终叠加态中必须包含一个内部积为 〈x|M(x)〉 的项，并
且该值为实数，且至少为 1− ε/2。因此，M ′ 的最终叠加态中关于 x;M(x) 的项
的平方幅度至少为 (1− ε/2)2 ≥ 1− ε。

推论 4.15 BQPBQP = BQP。
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